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Finalmente, agradezco al CONACYT por la beca número 345021 con la cual
fui beneficiado durante mis primeros dos años de maestŕıa, aśı como al Dr. del
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Resumen

Se presenta un modelo para caracterizar sistemas planetarios. Para sistemas en
tránsito, cuya caracterización es nuestra principal motivación cient́ıfica, el modelo
permite obtener estimaciones coherentes de algunos parámetros f́ısicos (masas y
radios) y orbitales (inclinación, excentricidad, longitud del semieje mayor, argu-
mento del periastro) a partir de ajustes simultáneos de series temporales de datos,
que son generalmente curvas de luz y curvas de velocidad radial. El modelo usado
para realizar los ajustes se basa en un modelo de N cuerpos que se integra numéri-
camente, como alternativa a los modelos anaĺıticos usados comúnmente. Su uso
pretende alcanzar la máxima precisión posible en el análisis de sistemas planeta-
rios múltiples en los que existe interacción dinámica apreciable entre dos o más
planetas miembros. Hemos validado el modelo usándolo para extraer los paráme-
tros de varios sistemas planetarios conocidos (alrededor de las estrellas huésped
HD 209458, HAT-P-14 y WASP-44) y concluimos que el modelo se encuentra en
un estado funcional.

El modelo admite cierto margen de mejora, como la incorporación de algunos
efectos f́ısicos adicionales para un tratamiento más preciso de los datos y de me-
joras en el método de integración con el objetivo de alcanzar una mayor eficiencia
computacional. Este modelo es útil para el análisis de datos obtenidos con los
espectrógrafos de nueva generación como, por ejemplo, CARMENES, cuyo ob-
jetivo más ambicioso es la búsqueda de planetas telúricos en la zona habitable
de estrellas de baja masa. El modelo también servirá para el desarrollo del pro-
yecto PHASES, que es un telescopio espacial de bajo costo para la obtención de
espectros estelares de baja resolución calibrados de forma absoluta.
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1.3.2. Método del tránsito . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.3.3. Otros métodos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.4. Caracterización de sistemas planetarios . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.4.1. Elementos orbitales keplerianos . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Motivación

Este proyecto está integrado dentro del proyecto de investigación “Caracte-
rización de Sistemas Planetarios”, financiado por el programa Ciencia Básica de
CONACYT CB-2012-183007. El proyecto de investigación está relacionado con
el desarrollo de PHASES, un telescopio espacial para la caracterización de siste-
mas planetarios (del Burgo et al., 2010, 2013a,b). Esta tesis se enmarca en este
contexto y el principal objetivo ha sido la validación de un modelo de N cuerpos,
mediante su aplicación para el ajuste simultáneo de curvas de luz y curvas de
velocidad radial de tres sistemas estrella-planeta conocidos. En la tesis doctoral,
como continuidad de este trabajo, planeamos usar el modelo desarrollado para
explotar el máximo su desempeño.

1.2. Antecedentes

Los avances en la detección y caracterización de planetas orbitando estrellas
distintas de nuestro Sol han sido más que sobresalientes en los últimos veinte años,
particularmente con la revolución que han significado instrumentos como los es-
pectrógrafos de alta resolución High Resolution Echelle Spectrometer (HIRES:
Vogt et al. 1994) y High Accuracy Radial velocity Planet Searcher (HARPS: Ma-
yor et al. 2003), y sobretodo el telescopio espacial Kepler (Borucki et al. 2010). La
muestra más clara de este crecimiento es el anuncio este año del descubrimiento de
más de 700 nuevos exoplanetas (Lissauer et al. (2014); Rowe et al. (2014))1. Futu-
ras misiones espaciales como Transiting Exoplanet Survey Satellite (TESS: Ricker
et al. (2014)) y Planetary Transits and Oscillations of stars (PLATO: Rauer et al.
(2014)), permitirán buscar planetas telúricos en zonas habitables. Asimismo, se

1Fueron verificados como planetas 715 objetos previamente identificados con Kepler como
candidatos a planetas.
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1.2 Antecedentes 2

encuentran en desarrollo instrumentos en tierra de muy alta precisión, siendo el
Echelle SPectrograph for Rocky Exoplanet and Stable Spectroscopic Observations
(ESPRESSO: Pepe et al. (2010)), un claro ejemplo, pudiendo detectar planetas
similares a la Tierra alrededor de estrellas parecidos a nuestro Sol. Temporalmente
más inmediato, el espectrógrafo Calar Alto high-Resolution search for M dwarfs
with Exoearths with Near-infrared and optical Échelle Spectrographs (CARME-
NES: Amado et al. (2013); Quirrenbach et al. (2012)) se abocará a buscar planetas
tipo Tierra alrededor de estrellas enanas de tipo espectral M temprano.

La evolución natural que siguen este tipo de instrumentos exige a su vez la
evolución de los procedimientos para el procesamiento de datos, debiendo estos
últimos ser acordes a la precisión de las nuevas observaciones. Esto se traduce en
la necesidad de desarrollar algoritmos cada vez más eficaces y precisos para la ex-
tracción de información, y conlleva a programas que exigen computadoras de alto
rendimiento. Afortunadamente, cada vez es más factible tener acceso a clústeres
basados en CPUs (Central Processing Units) o GPUs (Graphics Processing Units)
que permiten llevar a cabo este tipo de cálculos.

Una de las tareas primarias en esta empresa es la obtención de los parámetros
básicos de las componentes de los sistemas, por ejemplo: los radios, las masas
y las distancias. Obteniendo el radio y la masa del planeta es posible obtener
su densidad, lo cual es especialmente importante porque permite discernir su
composición, al menos en cierto grado (por ejemplo, si es un planeta gaseoso o
un planeta rocoso). Obtener el radio de la estrella huésped con gran precisión es
muy importante, ya que determina la precisión del radio del planeta.

Hasta el d́ıa de hoy, esta tarea es acometida principalmente con la idea de
obtener estimaciones rápidas y lo necesariamente precisas para las observacio-
nes existentes. Los algoritmos más usados al d́ıa de hoy utilizan aproximaciones
anaĺıticas que disminuyen significativamente el costo computacional de la extrac-
ción, pero que pudieran no obtener el máximo beneficio cient́ıfico de los datos
adquiridos. La aplicación de funciones anaĺıticas está sujeta, sin embargo, a la
simplicidad de los sistemas. Aśı, cuando hay interacciones entre planetas no se
pueden usar estas aproximaciones y es necesario enfrentarse al problema de N
cuerpos. Esta posibilidad tomará más fuerza conforme la precisión de las obser-
vaciones vaya aumentando.

Por otro lado, la extracción de los parámetros de un planeta a partir única-
mente de una curva de luz, por más tránsitos observados que se tengan, presenta
serios desaf́ıos, más allá de los puramente computacionales. El problema, en el
caso general, puede presentar severas degeneraciones en uno o más parámetros,
aún en modelos relativamente simples. La inclusión de datos que contengan infor-
mación de otras caracteŕısticas del sistema al análisis de una curva de luz, puede
ayudar a remover degeneraciones en ciertos parámetros y a mejorar las estimacio-
nes de algunos otros. Es el caso del análisis simultáneo de curvas de luz y curvas
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de velocidad radial. Aunque en este trabajo no se abordará el tema, al ajuste
simultáneo también se puede añadir más información, como la astrométrica.

Considerando lo anterior, este trabajo de tesis ha sido dedicado a desarro-
llar una metodoloǵıa general con vistas a estudiar en un futuro próximo aque-
llos sistemas planetarios que presentan interacciones dinámicas entre sus planetas
miembros, dedicando un esfuerzo en mantener la máxima precisión posible y en
obtener el máximo potencial de los datos adquiridos, considerando para ello ajus-
tes simultáneos de curvas de luz y curvas de velocidad radial.

1.3. Detección de exoplanetas

En 1995, la detección del primer planeta alrededor de una estrella distinta
al Sol (51-Peg: Mayor & Queloz 1995) capturó la atención de la comunidad as-
trof́ısica. Aunque no fue el primer exoplaneta descubierto (en 1992 fue detectado
un sistema planetario múltiple alrededor del pulsar PSR B1257+12, Wolszczan &
Frail 1992), śı fue el primero que se halló en órbita alrededor de una estrella que,
como nuestro sol, se encuentra en la fase principal de su evolución (la denominada
secuencia principal). Es a partir de este descubrimiento, que comienza la vertigi-
nosa carrera que ha sido la búsqueda de exoplanetas. El método usado para la
detección de 51-Peg b es el denominado método de velocidad radial y, hasta hace
unos pocos años, fue la herramienta más exitosa en esta tarea.

1.3.1. Método de velocidad radial

El método de velocidad radial se basa en la medición de las variaciones pe-
riódicas en la componente de la velocidad de una estrella sobre la ĺınea de vi-
sión del observador, también denominada velocidad radial. Mediante una serie de
observaciones espectroscópicas, es posible obtener estas variaciones midiendo el
corrimiento al rojo o al azul del espectro de luz de la estrella.

Una caracteŕıstica importante de este método, es que, con el instrumento
adecuado, es teóricamente posible detectar cualquier planeta cuya impronta en la
curva de velocidad radial de la estrella sea mayor al ruido generado por la rotación
y actividad de la estrella, salvo en el caso estad́ısticamente menos frecuente en el
que el plano de la órbita coincide con el plano del cielo.

Este método proporciona información acerca de las caracteŕısticas puramente
dinámicas de los planetas, en particular, sus masas y periodos orbitales. Esta
caracteŕıstica lo hace el método de confirmación más confiable y utilizado (dada
la masa de un objeto en órbita, es posible confirmar o descartar su naturaleza
planetaria). Además, la masa de un planeta puede ser fácilmente estimada a partir
de la semiamplitud que genera en la curva de velocidad radial de su estrella. Si
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suponemos una órbita circular, dicha semiamplitud está dada por:

K =

(
2πG

P

)1/3 m sin i

(M +m)2/3
, (1.1)

donde P es el periodo orbital, i es la inclinación orbital, M es la masa de la estrella
y m la es la masa del planeta.

A pesar de lo simple que pueda parecer este método por la expresión anterior,
el problema general en que dos o más planetas orbitan una estrella puede, debido a
las interacciones dinámicas, necesitar un análisis computacionalmente exhaustivo.
Esto debido a que, en principio, el movimiento de tres o más cuerpos que inter-
accionan dinámicamente es caótico. En estos casos un desarrollo numérico puede
ser la manera apropiada de tratamiento, aunque no siempre la más factible. Esto
se discute con detalle en la sección 1.4.4.

Con la llegada del telescopio espacial Kepler, el método de velocidad radial
dio paso al denominado método del tránsito como el método con más planetas
descubiertos, a pesar de requerir valores de inclinaciones adecuados para ver los
planetas eclipsar sus estrellas. Dicho esto, los planetas candidatos encontrados por
Kepler han de ser confirmados, lo que generalmente se hace con el método de la
velocidad radial.

1.3.2. Método del tránsito

Este método se basa en la detección de la disminución periódica del flujo
medido de una estrella cuando un planeta cruza el disco estelar desde el punto
de vista del observador. Este último fenómeno se conoce como tránsito y se le
añade el adjetivo primario cuando se le compara con el fenómeno inverso, es
decir, cuando el planeta es ocultado por la estrella, al cual se le denomina tránsito
secundario. Se puede establecer, mediante una consideración geométrica sencilla,
que la inclinación de la órbita de dicho planeta respecto del plano del cielo del
observador debe ser cercana a 90 ◦; dependiendo del tamaño de la estrella y del
semieje mayor de la órbita, la desviación de la inclinación respecto de 90 ◦ puede
ser de unos pocos grados, en la mayoŕıa de los casos, y llegar incluso a poco más
de 20 ◦ (de acuerdo con las inclinaciones obtenidas hasta ahora con los datos de
Kepler).

A pesar de que estad́ısticamente representan una muestra pequeña del total
de exoplanetas potencialmente detectables, con la puesta en marcha de amplios
cartografiados celestes de larga duración (Kepler; CoRoT, Baglin et al. 2006; la
red HATNet, Bakos et al. 2004; OGLE, Udalski (2003); los consorcios WASP y
SuperWASP, Pollacco et al. 2006; entre otros), el descubrimiento de planetas en
tránsito se ha hecho rutinario, particularmente con Kepler, hasta el punto de poder
encontrar incluso planetas más pequeños que Mercurio (Barclay et al., 2013) y
sistemas multiplanetarios.
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Una gran ventaja de este método es que los objetos que pueden ser estudiados
con él pueden también ser estudiados por el método de velocidad radial, permi-
tiendo llevar a cabo un estudio más completo del sistema, aśı como minimizar el
impacto de la degeneración en algunos parámetros en común para ambos métodos:
la excentricidad, el argumento del periastro, y el periodo orbital.

Una de las caracteŕısticas que hace más interesante a este método de estudio,
es la impronta de algunas caracteŕısticas de la estrella en la curva de luz, como su
actividad y rotación. La actividad de una estrella puede conllevar a la falsa detec-
ción de objetos en tránsito (las manchas estelares pueden disminuir de una forma
casi periódica el brillo de la estrella) o dificultar la detección de tránsitos débiles.
Asimismo, algunos fenómenos adicionales pueden dificultar la caracterización de
un sistema a partir de una curva de luz de un tránsito ó, cuando se combinan
observaciones con distintas caracteŕısticas, ayudar a romper alguna degeneración
en algún modelo. Un ejemplo de esto último se presenta en Knutson et al. (2007),
que utiliza la diferencia de la impronta en las curvas de luz a diferentes longitu-
des de onda de un fenómeno denominado oscurecimiento al borde para romper la
degeneración en la inclinación orbital que se presenta en la forma de una curva
de luz.

El oscurecimiento al borde de una estrella es la disminución del brillo del disco
estelar de su centro a sus bordes. Es un fenómeno dif́ıcil de modelar f́ısicamente
y comúnmente se utilizan aproximaciones anaĺıticas (p.e., Claret 2000, 2004; van
Hamme 1993). La impronta de este fenómeno es distinta para diferentes longitudes
de onda, siendo más evidente en el azul que en el rojo (véase la Figura 1.1).

1.3.3. Otros métodos

Método directo

El único método directo para observar un exoplaneta es la obtención de imáge-
nes directas de éste. Para ello se requiere realizar imágenes con grandes telescopios
que posean una excelente resolución angular para poder separar al planeta de sus
estrella huésped. Con los mejores instrumentos actuales, la obtención de este tipo
de imágenes sólo es posible en ciertos casos en donde la órbita del exoplaneta se
encuentra alejada lo suficiente de su estrella para poder resolverlo ópticamente
pero tan cerca de ella que ésta pueda “calentar” lo necesario al planeta; más aún,
este tipo de observación sólo es posible para sistemas cercanos y para exoplanetas
gigantes. A la fecha existen algunos planetas con observaciones directas, entre es-
tos se encuentran β Pic b, Fomalhaut b, y el sistema planetario de la estrella HR
8799 (Figura 1.2)
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We create our time series for each bandpass by binning the por-
tion of each individual 1024 ; 64 pixel spectrumwithin the desired
range of wavelengths to create a single photometric measurement.
We optimized the size of our bin in the cross-dispersion direction
to minimize the contribution from read noise and scattered light
distributed across the detector array. This was particularly im-
portant in the regions of the spectrumwhere the signal was small,
as the additional signal obtained from a larger bin in the cross-
dispersion direction was minimal compared to the increase in
noise.

We optimized our aperture sizes in the cross-dispersion di-
rection for 50 pixel wide sections spanning the range of the spec-
trum. In order to determine the optimal size, we picked an aperture,
binned the data to create a time series, and measured the relative
variation in the out-of-transit data for that time series.We repeated
this process systematically for all possible aperture sizes, ranging
from 3 to 64 pixels, and selected the aperture that minimized this
variation. The optimal aperture sizes in the cross-dispersion di-
rection for each of our segments ranged from 5 to 31 pixels, with
a median size of 19 pixels. The narrowest apertures were in the
low-flux regions at the edges of the spectra and the wider aper-
tures in the central high-flux regions.

Once we had determined our optimal apertures and binned our
spectra within each bandpass to create a photometric time series,
we found that there were several prominent trends remaining in
the data. First, the flux values increased gradually over time
during each visit, so that the average flux before the beginning of
a typical transit was 0.1% lower than the average flux after the

transit. This trend was particularly pronounced in data taken
during the first spacecraft orbit of each visit, which was some-
times as much as 0.3% lower than data at the end of the visit. We
attributed this trend to thermal settling of the telescope at its new
pointing. Second, the first point of each spacecraft orbit was typ-
ically 0.2% lower than subsequent points. Third, the data also
showed a trend within individual spacecraft orbits, with a typical
range of 0.1%Y0.2% between minimum and maximum values,
thatwas repeated consistently fromone orbit to the next. Although
it is not clear what caused these variations, they were found to
correlate with spacecraft orbital phase. This indicates that they
were caused by changes in the instrument and not intrinsic var-
iations in the star.

In order to remove these trends, we used two steps. First, we
chose to discard the first of the five orbits in each visit and the first
point in each of the remaining orbits. The first orbit and initial
points of subsequent orbits consistently exhibited the largest sys-
tematic effects, and discarding these points still left sufficient
data before and after the transit to measure an accurate value for
the out-of-transit flux from the star. Brown et al. (2001) removed
the same points from their data, which showed similar trends.
In the second step, we removed the remaining trends by fitting the
out of transit points in each transit simultaneously with a third-
order polynomial function of spacecraft orbital phase and a linear
function of time, and dividing the data by the resultant function.
This fit was done individually for each of the four visits, in each
bandpass for that visit.

The normalized time series for each transit (Table 1) is quite
flat, although as we will discuss in x 5.2, there are still some re-
maining systematic effects visible in the combined plots (the plot
for each bandpass includes data from two transits overplotted) in
Figure 3. The rms variation in relative flux for the out-of-transit
data in each of these bandpasses is in the range (1:5Y5:8) ; 10�4,
with the noisiest bandpasses at the low-flux ends of the spec-
trum. The time coverage of the data for the combined transit
curve is quite good, as shown in Figure 1.

When we compared the rms scatter of the out of transit data to
the expected photon noise for the data in each bandpass, we
found that the rms scatter was on average 21% higher than the
photon noise. We examined several potential noise sources. The
read noise for the STIS detector is 7.75 e� pixel�1 rms at a gain
of four, with 3800 pixels in an average bandpass. A typical band-
pass has a flux of 108 e� and a corresponding Poisson noise of
104 e� rms, so read noise would only decrease the signal-to-
noise ratio by 0.1%. There is also a constant background con-
tribution from a combination of light reflected from the Earth,
zodiacal light, and geocoronal emission. This background contrib-
utes up to 0.06 e� s�1 pixel�1, for a total contribution of 104 e�.
This is only 10�4 of the total signal, so its contribution to the
Poisson noise is negligible. Although the magnitude of this back-
ground may vary over time as the position of the telescope
changes relative to the various sources, this is unlikely to be the
source of the additional variation, for two reasons. First, although
some components of the systematic variations in the data correlate
well with changes in the width and location of the point-spread
function of the spectrum in the cross-dispersion direction, they do
not correlate with the relative positions of the Sun and moon, two
likely sources of scattered light within the instrument. Second,
when the data is binned using increasingly narrow slits in the
cross-dispersion direction, it is clear that most of the systematic
variations are contributed by the central 20 pixels around the peak
of the point-spread function, making scattered light in the instru-
ment an unlikely explanation. The most plausible origin is the
change in the focus of the instrument and location of the source

Fig. 2.—Top: Two typical extracted one-dimensional spectra. The G430L
spectrum spans the wavelength range from 293 to 567 nm, and the G750L
spectrum spans the wavelength range from 532 to 1019 nm. The vertical lines
denote individual bandpasses within each grating, with some overlap between
gratings around 550 nm. Fringing from the detector is significant for wavelengths
longer than 750 nm. Bottom: Limb-darkened light curves for the 10 bandpasses
described above, as discussed in x 3, plotted using the best-fit parameters from
Table 4 and model four-parameter nonlinear limb-darkening coefficients.

PROPERTIES OF HD 209458b 567No. 1, 2007

Figura 1.1: Imagen ilustrativa del efecto del oscurecimiento al borde en la curva de
luz de un tránsito, según la longitud de onda de observación. El código de colores
es correspondiente entre los dos paneles mostrados. Knutson et al. (2007).
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A Giant Planet Imaged in the Disk
of the Young Star b Pictoris
A.-M. Lagrange,1* M. Bonnefoy,1 G. Chauvin,1 D. Apai,2 D. Ehrenreich,1 A. Boccaletti,3
D. Gratadour,3 D. Rouan,3 D. Mouillet,1 S. Lacour,3 M. Kasper4

Here, we show that the ~10-million-year-old b Pictoris system hosts a massive giant planet, b Pictoris b,
located 8 to 15 astronomical units from the star. This result confirms that gas giant planets form rapidly
within disks and validates the use of disk structures as fingerprints of embedded planets. Among the few
planets already imaged, b Pictoris b is the closest to its parent star. Its short period could allow for
recording of the full orbit within 17 years.

Gasgiant planets form from dusty gas-rich
disks that surround young stars through
processes that are not completely under-

stood. Two general mechanisms of such planets
have been identified (1): (i) disk fragmentation
and (ii) accretion of gas onto a solid, typically
with a 5 to 10 Earth-mass (MEarth) core. Cur-
rently, available models do not offer a detailed
description of all of the physical and dynamical
steps involved in these processes. The lifetime of
gas-rich disks limits the availability of nebular
gas and, thus, defines the time window in which
gas giant planets can form. Once formed, giant
planets are predicted to interact with the disk and
distort it, possibly leading to characteristic disk
structures that can be used to infer the presence of
planets and to constrain their orbits. Up to now,
most giant planets have been detected around
stars that are several orders of magnitude older
than the lifetime of gas-rich circumstellar disks,
preventing the validation of models of disk-planet
interactions and the final phases of giant planet
accretion.

The young [~12+8–4 million years (My)],
nearby to the Sun (and, consequently, to Earth)
(19.3 T 0.2 pc), 1.75-solar-mass (MSun) star b
Pictoris (2, 3) hosts a wide (several hundreds of
astronomical units), tenuous edge-on circum-
stellar dust disk (4). It is composed of dust
particles continuously replenished through colli-
sions of larger solid bodies (planetesimals,
comets) and is referred to as a debris disk (5, 6),
in contrast to more massive gas-rich counterparts
around younger (ages of a few million years)
stars. This disk has been studied in great detail
over the past 25 years. Observations at optical to

the thermal infrared wavelengths revealed mul-
tiple disk structures (7–9), as well as asymmetries
in disk size, scale height, and surface-brightness
distributions (10, 11).

Some of these structures and asymmetries
have been theoretically linked to the presence of
one or more massive planets. An inner warp in
the disk plane (12, 13), in particular, can be
reproduced by detailed models that include a
planetary-mass companion (13, 14). In addition,
spectroscopic observations over several years
revealed sporadic high-velocity infall of ionized
gas to the star, attributed to the evaporation of
cometlike bodies grazing the star (5, 15, 16). The
observed comet infall has been attributed to the
gravitational perturbations by a giant planet with-
in the disk (17). Taken together, these data and
models suggest that the b Pictoris disk is populated
by dust, gas, solid kilometer-sized bodies, and
possibly one or more planets.

Near-infrared images of b Pictoris obtained in
2003 (18) show a faint (apparent magnitude L′ =
11.2 mag) pointlike source at ~8 astronomical
units (AU) in projected separation from the star,
within the northeast side of the dust disk. How-
ever, these data were not sufficient to determine
whether this source was a gravitationally bound
companion or an unrelated background star,
whose projected position in the plane of the sky

happened to be close to b Pictoris. Further ob-
servations in January and February 2009 did not
detect the companion candidate (19, 20), an out-
come fully consistent with the proper motion of b
Pictoris with respect to a background star and
with the orbital motion of a physically bound
companion.

Here, we present high-contrast and high-
spatial–resolution near-infrared images obtained
in October, November, and December 2009 with
the European Southern Observatory’s Very Large
Telescope’s (VLT) Adaptive Optics NaCo instru-
ment (21, 22) [see the supporting online material
(SOM) for more details on the observations and
data reduction]. The images obtained in October
2009 (Fig. 1) show a faint point source southwest
of the star, with a brightness (DL = L* – L = 7.8 T
0.3 mag, where L* is the apparent L-band magni-
tude of the star and L is the apparent L-band mag-
nitude of the planet) comparable to that (DL= L* –
L = 7.7 T 0.3) of the source-detected northeast
side of b Pictoris in November 2003 (Fig. 1). The
source lies at a projected separation of 297.6 T
16.3 milli–arc second (mas) and at a position
angle (PA) of 210.6 T 3.6°. Within the error bars,
the source is located in the plane of the disk. To
confirm the signal detected southwest of b
Pictoris in October 2009, we gathered further
data in November and December 2009. Together,
these data confirm the detection made in October
2009 (see SOM).

The images show that the source detected in
November 2003 could not have been a background
object (Fig. 2). If it was a background object, given
the star’s proper motion (table S1, SOM), the
November 2003 source would be located and
detectable 5.1 AU away, southeast (PA = 147.5°)
of b Pictoris in the fall of 2009. The data do not
show such a source (fig. S2). On the contrary, the
source position in fall 2009 is compatible with the
projected position in November 2003 if the source
is gravitationally bound to the star (see below).

Based on the system age, distance, and
apparent brightness of the companion, the widely
used Baraffe et al. (23) evolutionary models
predict a mass of ~9 T 3 Jupiter masses (MJup).

REPORTS

Fig. 1. b Pictoris imaged at L′ band (3.78 microns) with the VLT/NaCo instrument in November 2003
(left) and the fall of 2009 (right). We used images of the comparison star HR2435 to estimate and
remove the stellar halo (see SOM). Similar results are obtained when using angular differential imaging
(see SOM).

1Laboratoire d’Astrophysique, Observatoire de Grenoble,
Université Joseph Fourier, CNRS, BP 53, F-38041 Grenoble,
France. 2Space Telesope Science Institute, 3700 San Martin
Drive, Baltimore,MD21218,USA. 3Laboratoire d’Etudes Spatiales
et d’Instrumentation en Astrophysique, UMR 8109 CNRS, Obser-
vatoire de Paris, UPMC, UniversitéParis-Diderot, 5 place J. Janssen,
92195 Meudon, France. 4European Southern Observatory
(ESO), Karl Schwarzschild Strasse, 2, D-85748 Garching bei
München, Germany.

*To whom correspondence should be addressed. E-mail:
anne-marie.lagrange@obs.ujf-grenoble.fr
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Direct Imaging of Multiple Planets
Orbiting the Star HR 8799
Christian Marois,1,2,3* Bruce Macintosh,2 Travis Barman,4 B. Zuckerman,5 Inseok Song,6
Jennifer Patience,7 David Lafrenière,8 René Doyon9

Direct imaging of exoplanetary systems is a powerful technique that can reveal Jupiter-like planets
in wide orbits, can enable detailed characterization of planetary atmospheres, and is a key step
toward imaging Earth-like planets. Imaging detections are challenging because of the combined
effect of small angular separation and large luminosity contrast between a planet and its host star.
High-contrast observations with the Keck and Gemini telescopes have revealed three planets
orbiting the star HR 8799, with projected separations of 24, 38, and 68 astronomical units.
Multi-epoch data show counter clockwise orbital motion for all three imaged planets. The low
luminosity of the companions and the estimated age of the system imply planetary masses
between 5 and 13 times that of Jupiter. This system resembles a scaled-up version of the
outer portion of our solar system.

During the past decade, various planet de-
tection techniques—precision radial ve-
locities, transits, and microlensing—have

been used to detect a diverse population of exo-
planets. However, these methods have two lim-
itations. First, the existence of a planet is inferred
through its influence on the star about which it
orbits; the planet is not directly discerned [pho-
tometric signals from some of the closest-in giant
planets have been detected by careful analysis of
the variations in the integrated brightness of the
system as the planet orbits its star (1)]. Second,

these techniques are limited to small (transits) to
moderate (precision radial velocity and micro-
lensing) planet-star separation. The effective sen-

sitivities of the latter two techniques diminish
rapidly at semimajor axes beyond about 5 astro-
nomical units (AU). Direct observations allow
discovery of planets in wider orbits and allow the
spectroscopic and photometric characterization of
their complex atmospheres to derive their phys-
ical characteristics.

There is indirect evidence for planets in orbits
beyond 5 AU from their stars. Some images of
dusty debris disks orbiting main-sequence stars
(the Vega phenomenon) show spatial structure on
a scale of tens to hundreds of astronomical units
(2). The most likely explanation of such structure
is gravitational perturbations by planets with semi-
major axes comparable to the radius of the dusty
disks and rings [see references in (3)].

The only technique currently available to
detect planets with semimajor axes greater than
about 5 AU in a reasonable amount of time is
infrared (IR) imaging of young, nearby stars. The
detected near-IR radiation is escaped internal heat
energy from the recently formed planets. During

1National Research Council Canada, Herzberg Institute of
Astrophysics, 5071 West Saanich Road, Victoria, BC V9E 2E7,
Canada. 2Lawrence Livermore National Laboratory, 7000 East
Avenue, Livermore, CA 94550, USA. 3Astronomy Department,
University of California, Berkeley, CA 94720, USA. 4Lowell
Observatory, 1400 West Mars Hill Road, Flagstaff, AZ 86001,
USA. 5Physics and Astronomy Department and Center for
Astrobiology, University of California, Los Angeles, CA 90095,
USA. 6University of Georgia, Department of Physics and
Astronomy, 240Physics, Athens, GA 30602, USA. 7University of
Exeter, School of Physics, Stocker Road, Exeter EX4 4QL, UK.
8Department of Astronomy and Astrophysics, University of
Toronto, 50 St. George Street, Toronto, ON M5S 3H4, Canada.
9Département de Physique and Observatoire du Mont
Mégantic, Université de Montréal, C.P. 6128, Succursale
Centre-Ville, Montréal, QC H3C 3J7, Canada.

*To whom correspondence should be addressed; E-mail:
christian.marois@nrc-cnrc.gc.ca

Fig. 1. HR 8799bcd discov-
ery images after the light from
the bright host star has been
removed by ADI processing.
(Upper left) A Keck image
acquired in July 2004. (Upper
right) Gemini discovery ADI
image acquired in October
2007. Both b and c are de-
tected at the two epochs.
(Bottom) A color image of
the planetary system produced
by combining the J-, H-, and
Ks-band images obtained at
the Keck telescope in July (H)
and September (J and Ks)
2008. The inner part of the
H-band image has been ro-
tated by 1° to compensate for
the orbital motion of d between
July and September. The central
region is masked out in the up-
per images but left unmasked
in the lower to clearly show
the speckle noise level near d.
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Figura 1.2: Imágenes directas de dos sistemas planetarios. En el panel superior
se observa a β Pic b (Lagrange et al., 2010). En el panel inferior se observa el
sistema planetario de la estrella HR 8799 (Marois et al., 2008).
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Transit Timig Variations (TTVs) y Transit Duration Variations (TDVs).

La detección de un planeta por medio de la curva de luz de su estrella huésped
no se limita a los planetas en tránsito. Si existe un planeta en tránsito y un segundo
planeta que interacciona dinámicamente con el primero, la atracción gravitatoria
que éste último ejerce sobre el planeta en tránsito puede generar una impronta en
la curva de luz de su estrella huésped, ya sea produciendo variaciones del tiempo
que pasa entre dos tránsitos sucesivos o TTVs, o bien propiciando una variación
en la duración de los tránsitos o TDVs. Estos dos métodos han tenido sus propios
éxitos en la detección y caracterización de exoplanetas. Uno de los ejemplos más
célebres de este éxito es la caracterización del sistema de la estrella KOI-142 (Ma-
zeh et al., 2013), conocido como “el rey de las variaciones de tránsitos” debido a
que presenta TTVs con una amplitud de ∼ 12 hr (véase la Figura 1.3). Asimismo,
entre los primeros descubrimientos de Kepler, el método de TTVs permitió confir-
mar dos planetas en tránsito alrededor de la estrella Kepler-9, contribuyendo a la
detección de un tercer planeta en tránsito (Holman et al., 2010). Del mismo modo,
este método ha sido utilizado más recientemente en la confirmación de decenas de
sistemas planetarios (Steffen et al., 2013; Xie, 2013, 2014). Por otro lado, se espera
que el método de TDVs sea de gran utilidad en la búsqueda de exolunas (Kipping,
2009). A la fecha, se han descubierto directamente por TTVs tres exoplanetas:
Kepler-46 c, Kepler-419 c y KOI-620.02 (Exoplanet Team, 2014).

Figura 1.3: Gráfico de las TTVs de los tránsitos de KOI-142b. Cada punto de
la curva representa un retraso o un adelanto, según el valor sea negativo o po-
sitivo respectivamente, de un tránsito dado respecto de una predicción lineal, es
decir, considerando un periodo constante (O-C: observado menos calculado). La
amplitud de la curva es ∼ 12 h. Mazeh et al. (2013), versión web.

Astrometŕıa

Este es es el método más antiguo en la búsqueda de exoplanetas, toda vez
que sólo se requiere la medición de la posición de la estrella en el cielo en dife-
rentes instantes de tiempo, tarea que se ha hecho en el pasado incluso antes de
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la llegada de las placas fotográficas. Esta técnica tuvo mucho éxito en la carac-
terización de estrellas binarias visuales. No obstante, la baja perturbación en la
posición de una estrella que supone una acompañante de baja masa, como lo es
un planeta, dificulta la detección de nuevos exoplanetas con este método; a la
fecha ha habido varias falsas detecciones pero ningún planeta confirmado que se
haya detectado por primera vez con este método. Sin embargo, la astrometŕıa
es un método potencialmente complementario a la mayoŕıa de los otros métodos
de detección, pues su nicho de detección ideal son los planetas cuyas órbitas son
paralelas al plano del cielo, los cuales no pueden ser detectados, por ejemplo, con
el método de velocidad radial o el método del tránsito. Además, pueden proveer
información adicional a análisis realizados por otros métodos; en particular, las
variaciones temporales de la posición observada de una estrella pueden incorpo-
rarse a un análisis conjunto basado en un modelo de N cuerpos, como el que ha
sido desarrollado en este trabajo (ver la Sección 1.4.4).

Microlentes gravitacionales

Cuando un planeta (o cualquier otro objeto compacto) pasa en la ĺınea de
visión de un observador hacia una estrella más distante (o cualquier otro objeto
de fondo), el brillo que percibe el observador es magnificado debido a la curvatura
que produce el campo gravitacional del planeta en la luz de la estrella. Hasta la
fecha se han descubierto 33 exoplanetas usando este efecto.

Efecto de beaming relativista

Este efecto, también conocido como efecto Doppler relativista, consiste en el
incremento o disminución del brillo observado de una estrella según se le observe
con una velocidad radial positiva o negativa, es decir acercándose o alejándose.
Además del efecto Doppler común que desplaza el espectro de luz al azul o al
rojo, este efecto produce que una mayor cantidad de fotones se propaguen en
la dirección en la cual se desplaza la estrella, teniendo un efecto contrario en la
dirección opuesta. Kepler-76 b fue detectado por primera vez usando este efecto
además de otros dos: las modulaciones elipsoidales y las modulaciones de reflexión
(Faigler et al., 2013).

1.4. Caracterización de sistemas planetarios

1.4.1. Elementos orbitales keplerianos

El problema dinámico de los dos cuerpos, es decir, hallar una descripción del
movimiento de dos cuerpos respecto de un sistema de referencia arbitrario, es el
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Figura 1.4: Gráfico de barras que muestra el número de detecciones de exoplanetas
por año hasta 2014. Se usan códigos de colores para mostrar la contribución de
cada método: verde, método del tránsito; azul, velocidad radial; amarillo, TTVs;
rojo, imagen directa; naranja, lentes gravitatorias. Crédito: “Discovery Methods
Bar”, Aldaron. Wikimedia Commons. Actualizado el 2014-09-23, datos de Open
Exoplanet Catalogue.
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único caso del problema general de N -cuerpos que admite una solución anaĺıtica
que se expresa en las leyes de Kepler.

La elipse que según la primera ley de Kepler traza un objeto, denominado
cuerpo menor, al orbitar un segundo objeto, denominado cuerpo mayor, puede
ser descrita de forma uńıvoca espacial y temporalmente (es decir, en qué punto de
la elipse se encuentra el cuerpo menor en un tiempo dado) mediante 6 parámetros.
El conjunto de parámetros más extendido para esta tarea es de los denominados
elementos keplerianos. Una posible expresión de estos últimos es la siguiente:

a ≡ El semieje mayor de la órbita. Establece el tamaño de la órbita.
e ≡ La excentricidad de la órbita. Define cuán elongada es la elipse

trazada por la órbita.
Ω ≡ La longitud del nodo ascendente. Es el ángulo que hace el nodo

ascendente, es decir, el punto en el que la órbita cruza el plano
del cielo de forma ascendente, con la ĺınea de visión del observa-
dor respecto del centro de la órbita. Orienta el plano de la órbita
respecto de la ĺınea de visión.

i ≡ La inclinación de la órbita. Es el ángulo que hace el plano de la
órbita con el plano del cielo del observador.

ω ≡ El argumento del periastro. Define la orientación de la elipse sobre
el plano de la órbita. Es el ángulo que hace el periastro (el punto
más cercano de la órbita al cuerpo mayor) con el nodo ascendente
respecto del centro de la órbita.

M0 ≡ La anomaĺıa media. Define la posición del objeto menor en la órbita
en un tiempo dado.

1.4.2. Modelos anaĺıticos para curvas de luz de sistemas en tránsi-
to

En los inicios de la búsqueda de exoplanetas, las observaciones dedicadas a
buscar tránsitos eran breves, de unos pocos d́ıas, y de una precisión modesta. En
tales condiciones, la detección de exoplanetas por este método teńıa una tendencia
hacia los planetas gigantes y cercanos a su estrella y frecuentemente presentaban
excentricidades cercanas a cero. Seager & Mallén-Ornelas (2003) encontró una
solución única para los parámetros de un sistema formado por una estrella y un
planeta a partir de una curva de luz de uno o más tránsitos, la cual era válida
para este tipo de órbitas. El modelo desarrollado en Seager & Mallén-Ornelas
(2003) utiliza fórmulas aritméticas que permiten obtener aproximaciones útiles y
rápidas. Otra ventaja de este modelo es que permite estimar la densidad estelar
a partir únicamente de la curva de luz de uno o más tránsitos.

Este modelo considera las siguientes caracteŕısticas del sistema:
1. La órbita del planeta es circular.
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Figura 1.5: Disposición de los elementos keplerianos. “Orbit1” by Lasunncty
(talk). Wikipedia.

2. Mp �M∗ y la compañera es oscura en comparación a la estrella. Mp y M∗
son las masas del planeta y de la estrella, respectivamente.

3. Se conoce la relación masa-radio de la estrella.
4. La luz proviene sólo de una estrella y no de dos o más estrellas combinadas.

Además, se requiere de las siguientes condiciones sobre la curva de luz:
1. Los tránsitos deben presentar fondos planos en la curva de luz.
2. El periodo puede ser derivado de la curva de luz.
Si estas condiciones son satisfechas, entonces el modelo permite calcular los

cuatro parámetros f́ısicos Rp/R∗, b, a/R∗, ρ∗ a partir de los observables tT (du-
ración total del tránsito), tF (duración de la sobreimposición completa del disco
planetario sobre el disco estelar), ∆F (profundidad del tránsito) y P (periodo
orbital), mediante las fórmulas:

Rp
R∗

=
√

∆F , (1.2)



1.4 Caracterización de sistemas planetarios 13

b ≡ a

R∗
cos i

=


(

1−
√

∆F
)2
−
[
sin2( tF πP )/ sin2( tT πP )

] (
1 +
√

∆F
)2

1−
[
sin2( tF πP )/ sin2( tT πP )

]


1/2

,

(1.3)

a

R∗
=


(

1 +
√

∆F
)2
− b2

[
1− sin2( tT πP )

]
sin2( tT πP )


1/2

, (1.4)

ρ∗ ≡
M∗
R3
∗

=

(
4π2

P 2G

)
(

1 +
√

∆F
)2
− b2

[
1− sin2( tT πP )

]
sin2( tT πP )

 .

(1.5)

A partir de los parámetros obtenidos y utilizando una relación radio-masa
para la estrella, por ejemplo una ley del tipo

R∗ = kMx
∗ (1.6)

es posible obtener los parámetros M∗, R∗ (radio de la estrella), i (inclinación),
a (longitud del semieje mayor) y Rp (radio del planeta).

1.4.3. Modelos anaĺıticos para curvas de velocidad radial

Los modelos anaĺıticos de las curvas de velocidad radial resultan muy simples.
Un modelo que incluye la excentricidad de la órbita es el siguiente:

V (t) = V0 +
2π am sin i

(M +m)P
√

1− e2
(cos(ν(t) + ω) + e cosω) , (1.7)

en donde V (t) es la velocidad radial de la estrella en el tiempo t, V0 es la
velocidad del sistema planetario en conjunto, m es la masa del planeta, M es la
masa de la estrella y los demás parámetros corresponden a la órbita del planeta:
la longitud del semieje mayor, a; la excentricidad, e; la inclinación, i; la anomaĺıa
verdadera, ν, y el argumento del periastro, ω.

Este modelo se simplifica un poco si consideramos órbitas circulares:

V (t) = V0 +
2π am sin i

(M +m)P
cos(l(t)), (1.8)

en donde l(t) es el argumento de latitud, es decir, el ángulo que hace la posición del
objeto con el nodo ascendente (el argumento del periastro y la anomaĺıa verdadera
no están definidos para órbitas eĺıpticas).



1.4 Caracterización de sistemas planetarios 14

1.4.4. Modelo de N cuerpos

La evolución dinámica de un sistema planetario está dominada totalmente por
la atracción gravitatoria entre sus componentes. Para la mayoŕıa de los sistemas
tales interacciones se dan en el régimen no relativista. En tales circunstancias,
la forma más precisa de modelar dicha evolución es utilizando directamente las
ecuaciones de movimiento newtoniano. Para un sistema de n cuerpos, estas ecua-
ciones pueden ser descritas por el sistema de 2n ecuaciones diferenciales ordinarias
(ODEs, por sus siglas en inglés) vectoriales de primer orden compuesto por las
siguientes ecuaciones:

dri
dt

= vi, (1.9)

dvi
dt

= G
∑
j 6=i

mj

‖ri − rj‖3
(ri − rj) , (1.10)

para cada i comprendido en 1, . . . , n.
El número de variables libres en este sistema es de 2n. Usando las simetŕıas

f́ısicas del sistema es posible reducir el número de variables libres, reduciendo el
costo computacional para resolver dicho sistema. Las simetŕıas son las siguientes:

Traslacionales: En ausencia de una fuerza externa al sistema de n-cuerpos,
el centro de masa del sistema se desplaza como una part́ıcula con aceleración
nula. En otras palabras, la posición del centro de masa puede ser descrito
por:

rCM (t) = R + tV , (1.11)

en donde los vectores R y V son constantes y representan la posición en
el tiempo t = 0 y la velocidad del centro de masa. La constancia de estos
vectores proporciona la primera reducción del número de variables libres.

Rotacionales: En ausencia de una fuerza ajena al sistema, el torque externo
aplicado al sistema de n-cuerpos es cero. Esto implica que el momento an-
gular del sistema permanece constante∑

i

ri ×mivi = A0. (1.12)

Una última constante del sistema está dada por la conservación de la enerǵıa:

K + U =
1

2

∑
i

miv
2
i +G

∑
i<j

mimj

‖ri − rj‖
. (1.13)

Usando las simetŕıas del problema, la complejidad computacional se puede
reducir de un sistema de 2n ODEs a 2n− 10 ODEs.



1.4 Caracterización de sistemas planetarios 15

1.4.5. Extracción simultánea de parámetros

Uno de los métodos más efectivos para combinar la información de dos o más
tipos de observaciones de naturaleza distinta pero con un origen común, es la
extracción simultánea: a partir de un modelo base que intenta describir el origen
común de las observaciones, obtenemos modelos para cada uno de los tipos de
observación. En nuestro caso la información que proviene de observaciones distin-
tas son las curvas de luz y las curvas de velocidad radial de sistemas en tránsito;
el origen común es el movimiento orbital que produce las variaciones observadas
en éstas. Por separado, la modelación de dichas curvas puede proporcionarnos
información acerca de los siguientes parámetros:

1. Curvas de luz: ω, e, P , Tp, i, a/R? y Rp/R?,
2. Curvas de velocidad radial: ω, e, P , Tp y K,

donde ω es el argumento del periastro, e excentricidad orbital, P es el periodo
orbital2, Tp es el tiempo total de duración del tránsito, i es la inclinación orbital,
a es el semieje mayor de la órbita, Rp es el radio del planeta, R? es el radio de la
estrella y K es la semiamplitud de la velocidad radial.

Un parámetro que se puede determinar “completamente”a partir de los ante-
riores es la masa del planeta, m. Es posible determinar la inclinación, i, a partir
de la curva de luz y luego determinar m sin i a partir de la curva de velocidad ra-
dial, para finalmente determinar m (y su incertidumbre), con algunas operaciones
simples. Sin embargo, esto puede producir ciertos sesgos en la determinación de
m; los parámetros en común no tienen porque coincidir para ambas curvas. En
este sentido, la extracción simultánea de estos parámetros puede proporcionarnos
información del sistema con mayor coherencia, a partir de ambos tipos de datos.

Un aspecto quizás más importante de la extracción simultánea es que poten-
cialmente permite restringir las degeneraciones en un modelo dado, en compara-
ción con la extracción separada.

1.4.6. Degeneraciones en la extracción de parámetros

En la búsqueda de un modelo que describa lo mejor posible un conjunto de
datos, es posible hallar modelos que ofrezcan más de una respuesta que, estad́ısti-
camente, sea igual de aceptable. En el caso que nos atañe, no siempre es posible
caracterizar de forma uńıvoca un sistema planetario dado un conjunto de obser-
vaciones. Considérese una curva de luz hipotética, C, la cual admite una curva
modelo, digamos Kp, que ajusta perfectamente todos los datos de la curva, es
decir, que Kp coincide con C. Si se consideran incertidumbres en la curva C, cual-
quier curva modelo que pase sobre las barras de error de ésta puede considerarse
una solución estad́ısticamente tan válida como Kp. En efecto, para modelos linea-

2El periodo puede ser determinado usando un periodograma de Lomb-Scargle(Lomb, 1976;
Scargle, 1982).
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les, dos curvas con un estad́ıstico |∆χ2
red| ≈ |∆χ2/N | < 3 ∗

√
2/N , donde N es el

número de puntos de los datos, no pueden ser distinguidos de manera estad́ısti-
camente confiable (Andrae et al., 2010). Más aún, para modelos no lineales, la
determinación de χred es otra fuente de incertidumbre (Andrae et al., 2010). La
inclusión de datos que contienen información proveniente de otras caracteŕısticas
del sistema en un análisis simultáneo puede mejorar el análisis. Esto no siempre
se extiende a la inclusión de datos del mismo tipo, por ejemplo, la simple inclu-
sión de más puntos en la curva de luz C con el mismo nivel de incertidumbre, no
reduciŕıa el rango de soluciones que pasan sobre las barras de error de la nueva
curva.

1.4.7. Estado del arte del software para el análisis de curvas de luz
y curvas de velocidad radial

ExoFast (Eastman et al., 2013) es un conjunto de rutinas escritas en el lengua-
je de programación cient́ıfico IDL diseñado para ajustar tránsitos exoplanetarios
y variaciones de velocidad radial simultánea o separadamente y caracterizar los
parámetros, incertidumbres y covarianzas con un método MCMC (véase la Sec-
ción 2.2.2) de evolución diferencial. Proporciona un marco extensible y modular
que permite extender sus capacidades. Sin embargo está diseñado considerando
sistemas de un sólo planeta (es decir, que no considera interacciones dinámicas),
aunque es posible adaptarlo para utilizar efectos adicionales (TTVs o tránsitos
diferenciales, por ejemplo). Su análisis estad́ıstico es básico pero suficiente.

PlanetPack (Baluev, 2013) es un software originalmente concebido para el
análisis avanzado de datos de velocidad radial cuyos objetivos son la detección
y caracterización de exoplanetas, además de realizar simulaciones básicas de N
cuerpos. Su diseño está enfocado en el uso extensivo (posee un modo interactivo
pero puede ser utilizado también en procesos en serie). Puede realizar ajustes a
velocidades radiales en sistemas múltiples tanto con órbitas keplerianas como con
un modelo de N cuerpos. Además, puede incorporar errores autocorrelacionados
y dispone de varias rutinas para la determinación de la significancia estad́ıstica de
los resultados. Está programado en C++ y ha sido optimizado para disminuir su
costo computacional. Recientemente se le ha incorporado la posibilidad de ajustar
uno o más tránsitos, pudiendo detectar TTVs, además de que se le ha incorporado
la capacidad de ejecución paralela y en multihilos (Baluev, 2014).

Systemic Console 2 es la nueva versión de Systemic Console (Meschiari et al.,
2009), que es un paquete que incorpora diversas herramientas para el análisis de
datos de velocidad radial y TTVs, pudiendo utilizar un modelo de N cuerpos. Su
caracteŕıstica más llamativa es quizás su interfaz interactiva, aunque sus rutinas
también pueden ser utilizadas en procesos en serie mediante una interfaz de alto
nivel para el lenguaje de programación estad́ıstico R. Está escrito en C y tiene
capacidades de paralelización, además de ofrecer la posibilidad de proporcionar
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rutinas personalizadas para ciertas tareas (la integración numérica y la estimación
de los errores).

Transit Analysis Package (TAP; Gazak et al. (2012); Gazak et al. (2011)) es
un paquete de software escrito en IDL que utiliza técnicas MCMC para ajustar
curvas de luz de tránsitos usando ExoFast. Es capaz de ajustar simultáneamente
curvas de luz observadas en distintas condiciones, distintos filtros, etc., además
de incorporar un análisis de errores basado en wavelets que considera ruido auto-
correlacionado. Posee una interfaz gráfica que hace muy intuitivo sus uso.

AutoKep (Gazak et al., 2011) es una herramienta gráfica para la preparación
de curvas de luz a partir de los datos de Kepler en Mikulski Archive for Space
Telescopes (MAST) para su análisis mediante TAP (u otros softwares).

JKTEBOP (Southworth 2008). Este programa usa el modelo de EBOP (Eclip-
sing Binary Orbit Program), el cual simula las componentes de un sistema bi-
nario eclipsante usando elipsoides biaxiales e integra numéricamente en anillos
concéntricos sobre su superficie. JKTEBOP incorpora además el algoritmo de op-
timización de Levenberg-Marquardt, un tratamiento mejorado del oscurecimiento
al borde y extensas técnicas de análisis de errores. El cálculo de errores se hace
mediante un algoritmo de simulación basado en métodos de Monte Carlo.
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Metodoloǵıa

2.1. Conversión de parámetros keplerianos a coorde-
nadas cartesianas

En cada instante de tiempo, es posible asignar una órbita kepleriana tangente
a la órbita de un cuerpo menor aún en presencia de una fuerza externa que per-
turbe el movimiento del primero (en tales condiciones es claro que la órbita no es
kepleriana), la cual representaŕıa el movimiento del cuerpo si instantáneamente la
fuerza externa cesase. En otras palabras, es la órbita kepleriana que coincide con
los vectores de estado orbitales en ese momento. La órbita tangente se denomi-
na órbita osculante y a los elementos keplerianos que la determinan se les llama
elementos osculantes.

La asignación arbitraria de vectores de estado iniciales no crea una órbita
eĺıptica en la mayoŕıa de los casos, porque en la ausencia de fuerzas externas,
vectores de estado arbitrarios podŕıan producir ya sea trayectos parabólicos, hi-
perbólicos o elipsoidales.

Una manera conveniente de establecer las constantes iniciales para la integra-
ción de las ecuaciones diferenciales es mediante el uso de vectores de elementos
keplerianos; con perturbaciones despreciables, estos produciŕıan órbitas kepleria-
nas.

Para poder usar elementos keplerianos como constantes iniciales, es necesa-
rio realizar una conversión a vectores de estado. Ahora vamos a describir esta
conversión.

1. Se halla la excentricidad anómala, E, mediante la ecuación de Kepler M =
E − e sinE usando un algoritmo numérico. En este trabajo hemos usado el
algoritmo de Newton-Rapson.

18
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2. Se obtiene la anomaĺıa verdadera, ν, mediante la fórmula:

ν = 2 arctan2

(√
1 + e sin

E

2
,
√

1− e cos
E

2

)
. (2.1)

3. Se obtiene la distancia al cuerpo mayor por medio de la expresión:

rc = a (1− e cosE) ; (2.2)

4. y los vectores de posición, o, y velocidad, ȯ en el marco de referencia orbital,
es decir, con el eje z perpendicular al plano de la órbita, el eje x en la
dirección y sentido del periastro y el origen en la posición del cuerpo mayor:

o = rc (cos ν, sin ν, 0) (2.3)

ȯ =

√
GMa

rc

(
− sinE,

√
1− e2 cosE, 0

)
(2.4)

5. Se hacen las transformaciones necesarias para pasar del sistema de referencia
orbital al sistema de referencia orientado según el observador (el origen del
sistema de coordenadas es también la posición del cuerpo mayor). Esto es, se
obtienen los vectores de posición, r y velocidad, v, a partir de los vectores
o y ȯ. Estas transformaciones colocan a la órbita con un argumento del
periastro ω, inclinación i, y longitud del nodo ascendente Ω.

r(t) = Rz(−Ω)Rx(−i)Rz(−ω)o(t)

= ox(t)

 cosω cos Ω− sinω cos i sin Ω
cosω sin Ω− sinω cos i cos Ω

sinω sin i

+

oy(t)

 − sinω cos Ω− cosω cos i sin Ω
− sinω sin Ω + cosω cos i cos Ω

cosω sin i


(2.5)

v(t) = Rz(−Ω)Rx(−i)Rz(−ω)ȯ(t)

= ȯx(t)

 cosω cos Ω− sinω cos i sin Ω
cosω sin Ω− sinω cos i cos Ω

sinω sin i

+

ȯy(t)

 − sinω cos Ω− cosω cos i sin Ω
− sinω sin Ω + cosω cos i cos Ω

cosω sin i


(2.6)



2.2 Algoritmos de extracción paramétrica 20

2.2. Algoritmos de extracción paramétrica

2.2.1. Asexual Genetic Algorithm

Los algoritmos genéticos son una familia de algoritmos que se inspiran en al-
gunas pautas de la herencia genética y de la evolución darwiniana. A partir de
una población inicial, se forma una nueva población con caracteŕısticas similares
a las de los padres, pero en las cuales el azar toma un papel importante. Poste-
riormente se aplica un proceso de selección en el que los individuos con ciertas
caracteŕısticas deseables sobreviven y pueden repetir el ciclo.

AGA (Asexual Genetic Algorithm) se puede catalogar como un algoritmo
genético, aunque difiere de los algoritmos genéticos estándar en la forma en que se
construyen las nuevas generaciones. A diferencia de estos últimos, en los que cada
nuevo individuo involucra a dos padres, la creación de nuevos individuos de una
población en AGA sólo requiere de un individuo padre, lo que podŕıa denominarse
reproducción asexual (Cantó et al., 2009). La estructura general de este algoritmo
aplicado a ajustes de datos a curvas paramétricas se puede establecer como sigue:
1. Generar una población inicial aleatoria de curvas (es decir, una colección de

puntos en el espacio paramétrico). Este paso es la primera y más fuerte res-
tricción del muestreo del espacio paramétrico.

2. Elegir los mejores individuos por medio de una función mérito, por ejemplo, el
estad́ıstico χ2 (véase la Sección 2.3.2). La elección se hace de tal forma que el
algoritmo pueda converger a uno o varias soluciones (por ejemplo eligiendo en
cada iteración a los puntos descendientes más cercanos a sus padres).

3. Construir una nueva población a partir de los individuos seleccionados en 2.
Los individuos padre son incluidos en la nueva población.

4. Iterar al paso 2 si no se ha alcanzado alguno de los criterios de alto.

2.2.2. Métodos de Monte Carlo v́ıa cadenas de Markov

Métodos de Monte Carlo v́ıa cadenas de Markov (MCMC). Los algoritmos
basados en MCMC son muy variados y aquellos basados en caminatas aleatorias
son los más simples. En este caso se describe una implementación del algoritmo
Metrópolis-Hastings, siguiendo a Collier Cameron et al. (2007), cuya estructura
se puede resumir como sigue:
1. Se elige un punto inicial en el espacio paramétrico.
2. Se perturba al punto actual con saltos aleatorios adecuados en cada compo-

nente. Dichos saltos se acercan a 0 conforme el algoritmo evoluciona.
3. Se decide si se mantiene el punto actual o se sustituye por el punto obtenido

en la perturbación usando una función denominada cociente de aceptación,
que para esta implementación es la exponencial negativa del estad́ıstico χ2.
Esta función determina la probabilidad de aceptar el nuevo punto, si su valor
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es menor que 1, o que se acepte automáticamente el punto, si tal función es
mayor o igual a 1.

4. Si no se ha alcanzado alguno de los criterios de alto se itera al paso 2.

2.3. Descripción del modelo

Nuestro modelo se puede separar en tres partes: el modelo f́ısico, el método de
exploración del espacio paramétrico y selección del mejor ajuste, y la estimación
de los parámetros del modelo que mejor describen los datos y las incertidumbres
asociadas.

2.3.1. Modelo f́ısico

Para este modelo se consideran estimaciones halladas en la literatura de los
parámetros intŕınsecos de la estrella, que para este caso son su masa y su radio,
además de la ley de oscurecimiento al borde, incluyendo sus coeficientes.

El modelo f́ısico se basa en la integración numérica de un modelo de N cuerpos,
caracterizado por una n-tupla de parámetros. Dicha n-tupla consiste de 6 paráme-
tros keplerianos por cada cuerpo considerado, distinto de la estrella, que indican
las posiciones iniciales de cada planeta en el marco de referencia de la estrella. El
modelo de N cuerpos se integra mediante un método Runge-Kutta-Fehlberg (4,5)
para obtener los vectores de posición y velocidad en cada punto temporal en el
que se tienen datos, ya sea de velocidad radial o de la curva de luz. A partir de
dichos vectores, se obtiene la componente radial de la velocidad de la estrella y
la posición del planeta en tránsito en relación al disco estelar según el punto de
vista del observador. Con este último dato se obtiene la disminución del brillo de
la estrella, usando el modelo de Mandel & Agol (2002). De este modo se obtienen
una curva de velocidad radial y una curva de luz modelos.

2.3.2. Método de exploración del espacio paramétrico y selección
del mejor ajuste

Para hallar el mejor ajuste al modelo se utilizó AGA (véase la Sección 2.2.1).
La selección del mejor ajuste se hizo considerando las curvas modelo que minimi-
zaran el estad́ıstico χ2.

χ2 =
∑(

vmod,i − vi
σi

)2

+
∑(

fmod,i − fi
ςi

)2

, (2.7)

en donde la primera sumatoria cuantifica el ajuste de las curvas de velocidad
radial y la segunda cuantifica el ajuste de las curvas de luz. Por supuesto, para
ello hemos supuesto que los errores de los datos son Gaussianos.
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2.3.3. Estimación de los parámetros y sus incertidumbres

La estimación de los parámetros y sus errores asociados correspondientes al
modelo arriba descrito se hizo mediante una técnica de Monte Carlo. A partir
de la curva de luz original se genera una curva de luz “sintética”de la siguiente
manera: por cada punto (ti, li+ ςi) de la curva de luz original generamos un punto
(ti, l

′
i), donde l′i se obtiene aleatoriamente a partir de la distribución Gaussiana con

media li y desviación estándar ςi. Análogamente generamos una curva de velocidad
radial. Una vez generadas, obtenemos el mejor ajuste del modelo a estas curvas
sintéticas.

Este proceso se repite un número suficiente de veces y se almacenan las tuplas
de parámetros correspondientes a los mejores ajustes. Posteriormente, para un
parámetro dado del modelo, se realizan histogramas con los valores de la compo-
nente correspondiente de las tuplas de parámetros almacenados. Esto nos devuelve
una distribución para cada parámetro del modelos de la cual podemos extraer el
valor esperado del parámetro y su incertidumbre asociada.

2.3.4. Programación del algoritmo

El algoritmo fue programado en el lenguaje de uso general C. Para la inte-
gración numérica se utilizaron las rutinas correspondientes de la GNU Scientific
Library (GSL). Para disminuir el tiempo de cómputo, se utilizó programación
multiprocesos de memoria compartida (es decir, sólo para una estación de tra-
bajo, corriendo varios hilos del mismo proceso), lo cual se implementó usando la
versión de GNU de la interfaz OpenMP (denominada libgomp). El programa usa
los códigos de Mandel & Agol (2002) escritos en el lenguaje Fortran 77 para la
modelación de la disminución del brillo estelar durante los tránsitos planetarios.

2.3.5. Equipo usado

El modelo ha sido ejecutado en los siguientes equipos:

1. Intel Core i7 3970X con 6 núcleos, 12 hilos, a 3.5 GHz, memoria RAM a
1600MHz.

2. Intel Core i7 2600 con 4 núcleos, 8 hilos a 3.4 GHz, memoria RAM a 1333MHz.

3. Intel Core i7 4500U con 2 núcleos, 4 hilos a 3GHz, memoria RAM a 1600MHz.
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Resultados

Ahora presentamos los ejemplos de validación de nuestro modelo. Estos sis-
temas son sistemas con sólo un planeta confirmado y se eligieron por las si-
guientes razones: HD 209458, por contar con una estrella relativamente brillante
(V = 7.65), por ser uno de los sistemas planetarios más estudiados y por contar
con observaciones de excelente calidad; HAT-P-14, por estar en el ĺımite de obser-
vación de PHASES (V = 10); WASP-44, por contar con una estrella relativamente
débil (V = 12.9) y, con ello, permitirnos examinar el desempeño del modelo con
datos con un nivel más alto de ruido.

3.1. HD 209458 b

HD 209458 b es un planeta subjoviano (en masa, superjoviano en radio) que
orbita con un periodo muy corto una estrella de tipo G0V. Este exoplaneta fue el
primero en ser observado transitando su estrella huésped. Fue reportado por pri-
mera vez por Henry et al. (1999) y Latham et al. (1999) dentro de dos proyectos
independientes de búsqueda de exoplanetas por medio del método de velocidad
radial, usando el Telescopio Keck/HIRES, y los espectrógrafos ELODIE, en el
Telescopio de 1.93 m en el Observatoire de Haute Provence, y CORALIE en el
telescopio Leonhard Euler de 1.2 m en La Silla. Las primeras observaciones de
tránsitos de HD 209458 fueron obtenidas por Charbonneau et al. (2000) y Henry
et al. (2000). Robichon & Arenou (2000) por su parte, usando los datos de foto-
metŕıa de la misión Hipparcos, obtuvo un periodo orbital de 3.524739± 0.000014
d́ıas.

Este sistema ha sido estudiado por medio de numerosos instrumentos, siendo
uno de los objetos estelares más observados. Entre las observaciones más remar-
cables se encuentran la fotometŕıa de alta precisión (Brown et al., 2001) y la
espectroscoṕıa de transmisión (Sing et al., 2008) realizadas con el telescopio es-
pacial Hubble.
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En los últimos años, HD 209458 b y su estrella huésped han sido el objeti-
vo de un gran cantidad de investigaciones acerca de la naturaleza y dinámica de
las atmósferas de planetas gigantes cercanos a su estrella (los llamados Júpiteres
calientes): simulaciones de la dinámica atmosférica (Ionov et al., 2012), composi-
ción qúımica detallada y estructura (Moses et al., 2011; Vidal-Madjar et al., 2011,
2013), evaporación o escape de material atmosférico (Bourrier & Lecavelier des
Etangs, 2013; Bourrier et al., 2014; Lecavelier Des Etangs, 2010; Lilensten et al.,
2013), inversión térmica (Diamond-Lowe et al., 2014), etc.

3.1.1. Datos

Los datos de fotometŕıa de HD 209458 usados en este trabajo fueron toma-
dos de Brown et al. (2001). Las mediciones de velocidad radial fueron tomados
de Butler et al. (2006). Ambas curvas fueron plegadas usando un periodo de
3.52474859 (Southworth, 2008) y un tiempo central de 2453344.76824 (Richard-
son et al., 2006). Los coeficientes de oscurecimiento al borde (cuadráticos) consi-
derados son q1 = 0.2925 y q2 = 0.3475. El radio de la estrella, R, fue obtenido
de Boyajian et al. (2014). Usando este dato y la densidad, ρ, hallada en la misma
fuente, se calculó la masa, M . Su incertidumbre se calculó usando la siguiente
fórmula:

σ2M = σ2ρ

(
∂M

∂ρ

)2

+ σ2R

(
∂M

∂R

)2

. (3.1)

3.1.2. Resultados y Discusión

La Figura 3.1 muestra el mejor ajuste simultáneo a las curvas de luz y de veloci-
dad radial obtenido con nuestro modelo. Los distribuciones obtenidas con nuestro
modelo para HD 209458 considerando 448 puntos Monte Carlo se presentan en la
Figura 3.2. En la Tabla 3.1 se muestra una comparación del valor esperado y su
incertidumbre calculados a partir de un ajuste de una función Gaussiana a estas
distribuciones, además de valores extráıdos de los siguientes trabajos: Winn et al.
(2005), Wittenmyer et al. (2005), Southworth (2010), Miller-Ricci et al. (2008)
y Kipping (2008). Entre estos trabajos, los dos primeros realizan un ajuste si-
multáneo a curvas de velocidad radial y de luz. La Figura 3.3 presenta estos datos
gráficamente con el fin de facilitar su comparación. Note que las masas estelar
y planetaria presentan una sobreestimación, debida probablemente a que no se
alcanzó el nivel adecuado de ajuste en la curva de velocidad radial, puesto que
nuestro modelo fue ajustado sin dar mayor peso a la curva de velocidad radial y
realizando un número fijo de iteraciones para los tres sistemas analizados, aunque
los datos de la curva de luz y de velocidad radial de HD 209458 tienen incerti-
dumbres bajas y, por consiguiente, requieren un ajuste más preciso y un mayor
tiempo de cómputo. La incorporación de criterios de parada más adecuados que la
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Tabla 3.1: Estimaciones de algunos parámetros del sistema de la estrella HD
209458. La letra en paréntesis indica el tipo de ajuste realizado: S, ajuste si-
multáneo que incluye curvas de velocidad radial y de luz; F, ajuste que sólo
incluye curvas de luz.

Este trabajo Winn et al. (2005) (S)

M? 1.41± 0.26 1.06
R? 1.15± 0.05
Mp 0.798± 0.097 0.657± 0.064
Rp 1.508± 0.096 1.355± 0.06
a 0.0508± 0.0030
e 0.0026± 0.0037 0.0147± 0.0053
i 86.632± 0.098 86.55± 0.03

Wittenmyer et al. (2005) (S) Southworth (2010) (F)

M? 1.093± 0.092 1.148± 0.033
R? 1.145± 0.056 1.162± 0.012
Mp 0.657± 0.052 0.714± 0.014
Rp 1.350± 0.066 1.380± 0.015
a 0.04747± 0.00046
e
i

Miller-Ricci et al. (2008) (F) Kipping (2008) (F)

M? 1.101± 0.064 1.163± 0.096
R? 1.118± 0.03 1.072± 0.055
Mp 0.681± 0.039
Rp 1.339± 0.04 1.275± 0.082
a
e 0.014± 0.005
i 86.929± 0.01 87.94± 0.76

realización de un número dado de iteraciones es una de las mejoras a implementar
en el modelo (véase el Caṕıtulo 5).
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Figura 3.1: Comparación de los datos de las curvas de luz y de velocidad radial de
HD 209458 b (en azul) con el mejor ajuste simultáneo de nuestro modelo (en rojo).
Se muestran también los residuos respectivos (datos-ajuste). El primer y segundo
paneles muestran la comparación y los residuos, respectivamente, correspondientes
a la curva de luz. El tercer y cuarto paneles corresponden a la curva de velocidad
radial.
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Figura 3.2: Distribuciones obtenidas para algunos parámetros del sistema de la
estrella HD 209458. En cada panel, la ĺınea roja indica el ajuste Gaussiano. El
significado de las etiquetas es el siguiente: µfit y σfit son la media y desviación
estándar del ajuste a una función Gaussiana, µS y σS son la media y desviación
estándar muestrales, y med indica la mediana del histograma.
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Figura 3.3: Comparación gráfica de las estimaciones de la Tabla 3.1. El eje de las
abscisas indica la referencia: 1, este trabajo (en rojo); 2, Winn et al. (2005); 3,
Wittenmyer et al. (2005); 4, Southworth (2010); 5, Miller-Ricci et al. (2008); 6,
Kipping (2008).

3.2. HAT-P-14 b

3.2.1. Datos

Los datos de fotometŕıa fueron obtenidos de Torres et al. (2010b). Los datos
de velocidad radial fueron obtenidos de Winn et al. (2011). Ambas curvas fueron
plegadas con un periodo de 4.627657 d́ıas y un tiempo central de 2455134.43856
(Simpson et al., 2011). Los coeficientes de oscurecimiento al borde (cuadráticos)
utilizados son q1 = 0.1089 y q2 = 0.2439 (Torres et al., 2010b).

El rango de masa y de radio estelares para este caso se consideró del valor
más bajo al valor más alto a un sigma de las estimaciones para cada uno de estos
parámetros realizadas por Torres et al. (2010b) y Simpson et al. (2011).
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3.2.2. Resultados y Discusión

La Figura 3.4 muestra el mejor ajuste obtenido con nuestro modelo a las curvas
de luz y de velocidad radial. La Figura 3.5 presenta las distribuciones obtenidas
para este sistema con 679 puntos Monte Carlo. La Tabla 3.2 muestra los resulta-
dos obtenidos a partir de estas distribuciones mediante su ajuste a una función
Gaussiana, además de valores extráıdos de los siguientes trabajos: Simpson et al.
(2011), Torres et al. (2010b), Knutson et al. (2014), Southworth (2012) y Winn
et al. (2011). De estos autores, los dos primeros realizan un ajuste simultáneo a
curvas de luz y de velocidad radial. La Figura 3.6 presenta estos mismos resulta-
dos, pero de manera gráfica. Note en la Figura 3.5, que el ajuste de la curva de
velocidad radial con nuestro modelo presenta algunas discrepancias que parecen
sugerir una restricción inadecuada de los valores iniciales del argumento del pe-
riastro. No obstante, las masas estelar y planetaria concuerdan bastante bien con
las de la literatura (presentando barras de error un poco mayores), pues estos dos
parámetros están están mayormente ligados a la amplitud de la curva de velocidad
radial. Los parámetros con mayor discrepancia son la excentricidad, muy ligada
a la determinación del argumento del periastro y a la curva de velocidad radial,
y a la inclinación que en este caso parece afectada por este mismo parámetro. La
restricción inicial adecuada de los parámetros del sistema es uno de los objetivos
futuros para la continuación de este trabajo (véase el Caṕıtulo 5).
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Figura 3.4: Comparación de los datos de las curvas de luz y de velocidad radial de
HAT-P-14 b (en azul) con el mejor ajuste simultáneo de nuestro modelo (en rojo).
Se muestran también los residuos respectivos (datos-ajuste). El primer y segundo
paneles muestran la comparación y los residuos, respectivamente, correspondientes
a la curva de luz. El tercer y cuarto paneles corresponden a la curva de velocidad
radial.
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Figura 3.5: Distribuciones obtenidas para algunos parámetros del sistema de la
estrella HAT-P-14. En cada panel, la ĺınea roja indica el ajuste Gaussiano. El
significado de las etiquetas es el siguiente: µfit y σfit son la media y desviación
estándar del ajuste a una función Gaussiana, µS y σS son la media y desviación
estándar muestrales, y med indica la mediana del histograma.
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Tabla 3.2: Estimaciones de algunos parámetros del sistema de la estrella HAT-P-
14. La letra en paréntesis indica el tipo de ajuste realizado: S, ajuste simultáneo
que incluye curvas de velocidad radial y de luz; F, ajuste que sólo incluye curvas
de luz; ajuste que sólo incluye curvas de velocidad radial.

Este trabajo Simpson et al. (2011) (S)

M? 1.401± 0.094 1.32± 0.03
R? 1.53± 0.10
Mp 2.23± 0.10 2.28± 0.07
Rp 1.076± 0.030 1.20± 0.15
a 0.0593± 0.0014 0.0596± 0.0005
e 0.015± 0.014 0.066± 0.023
i 84.45± 0.10 83.2± 0.6

Torres et al. (2010b) (S) Knutson et al. (2014) (RV)

M? 1.386± 0.045
R? 1.468± 0.054
Mp 2.232± 0.059 2.316± 0.072
Rp 1.150± 0.052
a 0.0606± 0.0007
e 0.107± 0.013 0.115 + 0.015
i 83.5± 0.3

Southworth (2012) (F) Winn et al. (2011) (RV)

M? 1.418± 0.048 1.386± 0.045
R? 1.591± 0.056 1.468± 0.042
Mp 2.271± 0.079 2.232± 0.058
Rp 1.219± 0.059 1.142± 0.033
a 0.06108± 0.00069
e 0.107± 0.013 0.107± 0.013
i 83.01± 0.27 83.52± 0.22
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Figura 3.6: Comparación gráfica de las estimaciones de la Tabla 3.2. El eje de las
abscisas indica la referencia: 1, este trabajo (en rojo); 2, Simpson et al. (2011);
3, Torres et al. (2010b); 4, Knutson et al. (2014); 5, Southworth (2012); 6, Winn
et al. (2011).

3.3. WASP-44b

WASP-44b es un planeta subjoviano en tránsito que orbita alrededor de una
estrella de masa similar al Sol y de tipo G8V. Anderson et al. (2012) reporta el
descubrimiento de este planeta y realiza un análisis simultáneo de curvas de luz y
de velocidad radial en el cual se asume una órbita circular. Por otra parte, Mancini
et al. (2013) realiza un estudio de WASP-44 mediante fotometŕıa simultánea en
varias bandas obteniendo estimaciones de los radios estelar y planetario con una
menor incertidumbre. Mancini et al. (2013) halla que el radio estimado para el
planeta difiere significativamente del valor teórico esperado para un planeta sin
núcleo, A partir de esto, este autor sugiere que WASP-44b es “rico en metales”,
con una envolvente de H/He rodeando un núcleo que contiene elementos pesados
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ó una envolvente de H/He mezclada con elementos pesados.

3.3.1. Datos

Los datos de fotometŕıa y de velocidad radial para el análisis de este objeto
fueron tomados de Anderson et al. (2012). Ambas curvas fueron plegadas con un
periodo de 2.4238039 y un tiempo central de 2455434.376 (de la misma fuente).
Para el ajuste del modelo a la curva de luz se usaron los coeficientes de oscure-
cimiento al borde (cuadráticos) q1 = 0.4049 y q2 = 0.2822 obtenidos mediante
el algoritmo jktld de John Southworth, con una temperatura de 5410.0 K y una
gravedad superficial de log g = 4.4810

La masa y radio inicial para el análisis se obtuvieron de Anderson et al. (2012).
A partir de datos espectroscópicos obtenidos con CORALIE, este autor realiza un
análisis de ĺıneas espectrales para obtener estimaciones de la temperatura efectiva,
la gravedad superficial y la metalicidad de la estrella. Estos tres parámetros los
introduce posteriormente en las calibraciones de Torres et al. (2010a) para estimar
la masa y radio estelares.

3.3.2. Resultados y Discusión

La Figura 3.7 muestra el mejor ajuste simultáneo a las curvas de luz y de
velocidad radial obtenido con nuestro modelo. La Figura 3.8 muestra las distri-
buciones obtenidas para este sistema usando 645 puntos Monte Carlo. La Tabla
3.3 contiene los resultados del ajuste de una función Gaussiana a dichas distri-
buciones, aśı como los resultados obtenidos por otros autores: Anderson et al.
(2012), quien realiza un ajuste simultáneo a curvas de velocidad radial y de luz,
y Mancini et al. (2013). La Figura 3.9 presenta de forma gráfica estos mismos
resultados. Como se puede observar, el único parámetro que parece alejarse de
las estimaciones, aunque concuerda dentro de las barras de error, es la longitud
del semieje mayor. Las masas de la estrella y del planeta concuerdan con ambos
autores, pero sus barras de error son visiblemente mayores. Estas dos discrepan-
cias parecen relacionadas a la falta de algunos datos de menor incertidumbre en
relación a los usados por Anderson et al. (2012), puesto que usamos los 15 datos
disponibles en Anderson et al. (2012), mientras que este mismo autor utiliza 19
datos en sus ajustes (véase la Figura 4 de Anderson et al. 2012). El radio del
planeta estimado con nuestro modelo concuerda muy bien con el determinado por
este autor, lo cual es esperable debido a que se han utilizado los mismos datos (de
la curva de luz) y en ambos casos se ha hecho un ajuste simultáneo. Mancini et al.
(2013), al contrario de Anderson et al. (2012), realiza su análisis usando curvas
de luz obtenidas con fotometŕıa de varias bandas. Aśı, las diferencias entre los
valores de los radios se pueden deber a la existencia de una atmósfera planetaria.
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Figura 3.7: Comparación de los datos de las curvas de luz y de velocidad radial de
WASP-44 b (en azul) con el mejor ajuste simultáneo de nuestro modelo (en rojo).
Se muestran también los residuos respectivos (datos-ajuste). El primer y segundo
paneles muestran la comparación y los residuos, respectivamente, correspondientes
a la curva de luz. El tercer y cuarto paneles corresponden a la curva de velocidad
radial.
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úm

er
o

µfit: -334.8
σfit: 3.673
µS: -334.6
σS: 3.581
med: -334.8

Figura 3.8: Distribuciones obtenidas para algunos parámetros del sistema de la
estrella WASP-44. En cada panel, la ĺınea roja indica el ajuste Gaussiano. El
significado de las etiquetas es el siguiente: µfit y σfit son la media y desviación
estándar del ajuste a una función Gaussiana, µS y σS son la media y desviación
estándar muestrales, y med indica la mediana del histograma.
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Tabla 3.3: Estimaciones de algunos parámetros del sistema planetario de la estrella
WASP-44. La letra en paréntesis indica el tipo de ajuste realizado: S, ajuste
simultáneo que incluye curvas de velocidad radial y de luz; F, ajuste que sólo
incluye curvas de luz.

Este trabajo Anderson et al. (2012) (S)

M? 1.02± 0.14 0.951± 0.034
R? 0.927± 0.074
Mp 0.96± 11 0.889± 0.062
Rp 1.140± 0.095 1.14± 0.11
a 0.0367± 0.0017 0.03473± 0.00041
e 0.0025± 0.0019
i 86.38± 0.69 86± 1.11

Mancini et al. (2013) (F)

M? 0.917± 0.077
R? 0.865± 0.025
Mp 0.869± 0.075
Rp 1.002± 0.033
a 0.03445± 0.00093
e
i
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1.0424Mp

0.9971
1.1095
1.2219Rp

0.034
0.036
0.038a

0.0010
0.0025
0.0040e

1 2 3
85.112
86.000
86.888i

Figura 3.9: Comparación gráfica de las estimaciones de la Tabla 3.3. El eje de las
abscisas indica la referencia: 1, este trabajo (en rojo); 2, Anderson et al. (2012);
3, Mancini et al. (2013).



Caṕıtulo 4

Discusión general y
conclusiones

El ajuste simultáneo de curvas de luz y curvas de velocidad radial, aunque es
una tarea abordada cada vez con mayor frecuencia, aún carece de un tratamiento
general extendido. Una metodoloǵıa general que aborda este enfoque se está desa-
rrollando actualmente por un par de autores (véase la sección 1.4.7), además de
este trabajo. Entre estos dos, PlanetPack es el único de estos proyectos que se en-
cuentra en v́ıas de desarrollo de un modelo de ajuste simultáneo con interacciones
dinámicas; actualmente, es posible ajustar una serie de tránsitos para generar los
datos de TTVs y posteriormente analizarlos. No obstante, al inicio de este traba-
jo no se teńıan noticias del desarrollo de PlanetPack en esta dirección. ExoFast
por su parte, aunque incorpora ajustes simultáneos, considera únicamente mo-
delos anaĺıticos, descartando interacciones dinámicas en su análisis. Aśı, nuestra
motivación, es decir, el desarrollo de una metodoloǵıa general para el ajuste si-
multáneo de curvas de luz y curvas de velocidad radial que considere interacciones
dinámicas, aún conserva su carácter novel.

En nuestro modelo, la exploración del espacio paramétrico se realiza con AGA
(véase la sección 2.2.1). Entre las ventajas de este algoritmo se encuentran las
siguientes:

Se adapta muy bien a equipos con procesadores de múltiples núcleos, debido
a que la búsqueda se basa en la elección de las curvas que mejor ajustan de
entre una población, en cada iteración del algoritmo, y el cálculo de la po-
blación completa se hace en un sólo bloque, repartiéndose el número total de
curvas entre el número total de núcleos (o procesadores, dado el caso). Esto
disminuye el tiempo utilizado en la comunicación entre los distintos pasos del
algoritmo y constituye una ventaja sobre algunos algoritmos ampliamente
extendidos como el método Nelder-Mead (conocido también como método
downhill simplex o método amoeba) que requieren un proceso lineal. Más
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aún, esto presenta una ventaja cuando se combina con un método de Monte
Carlo para la obtención de las incertidumbres en las estimaciones, debido a
que hace al método independiente del número de núcleos del equipo en el
que se estén realizando los cálculos, a diferencia de métodos lineales que han
sido adaptados para procesos multihilos, como el método MCMC (véase la
sección 2.2.2).

AGA tiene un grado de flexibilidad alto: variando el número de padres y/o
el número de descendientes es posible beneficiar un tipo de tarea espećıfi-
ca: una exploración amplia del espacio paramétrico (muchos padres) o una
búsqueda más ajustada (para mejorar la precisión) cuando se tiene certeza
de la cercańıa de la solución a cierto punto.

La integración numérica en nuestro modelos se hace con el método de avan-
ce Runge-Kutta-Fehlberg con los coeficientes originales de Fehlberg (Press et al.,
1992), implementado en la rutina gsl odeiv2 step rkf45 de GSL (véase la sección
2.3.4). Antes de ello, se utilizaron el método Runge-Kutta-Felberg con los coefi-
cientes de Cash-Karp (Press et al., 1992) y el método de Bulirsch-Stoer (Press
et al., 1992), ambos en las implementaciones de Press et al. (1992). El último
resultó un poco más eficiente que el primero. Sin embargo, ambos métodos pre-
sentaron frecuentes errores. Por este motivo, se optó por el integrador actual de
GSL, que resultó más robusto para nuestros propósitos. Además, los integradores
de GSL manejan precisión doble, mientras que los integradores de Press et al.
(1992), utilizan por defecto precisión simple. Por otro lado, entre los programas
que realizan evolución dinámica es frecuente el uso de métodos simplécticos de in-
tegración, además de los ya mencionados, o una combinación de ellos. La elección
del mejor método para realizar esta tarea será un punto a tratar en la continuación
de este trabajo.

En teoŕıa el único caso inabordable para nuestro modelo en su estado actual
es el de un planeta con una órbita paralela al plano del cielo o con una órbita
circular, debido al sistema de coordenadas usado (el nodo ascendente sólo está de-
finido para órbitas con una inclinación distinta de cero, mientras que el periastro
está definido sólo para órbitas con una excentricidad no nula; esto mismo ocurre
con los parámetros relacionados a estos puntos, la longitud del nodo ascendente y
el argumento del periastro). Esto no representa un gran inconveniente puesto que
la única impronta que podŕıa ser observable en las curvas de luz o de velocidad
radial de su estrella huésped proviene de las interacciones dinámicas con otros
planetas cuyas órbitas estuvieran fuera del plano del cielo. Sin embargo, la in-
clusión de estos casos será necesaria para poder incorporar datos de astrometŕıa.
Una detallada caracterización de nuestro modelo será llevada a cabo durante la
tesis doctoral.

Mediante simulaciones de datos observacionales, nuestro modelo permite ca-
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racterizar el potencial de los instrumentos actuales para llevar a cabo el estudio de
sistemas planetarios y optimizar la estrategia observacional, poniendo condiciones
al modo y calidad de los datos requeridos (muestreo, base temporal, relación señal
ruido, etc.). También puede contribuir a mejorar el diseño de futuros instrumentos.

El estado actual de nuestro modelo admite la inclusión de efectos adicionales
al ajuste simultáneo, como el denominado Rossiter-McLaughlin y la contribución
del albedo de los planetas a la curva de luz de su estrella, además de otro tipo de
datos observacionales, por ejemplo, datos de astrometŕıa. Lo cual realizaremos en
la continuación de este trabajo. También estudiaremos como restringir parámetros
tales como la excentricidad orbital, lo que se facilita mediante el análisis conjunto
de tránsitos primarios y secundarios (véase la Sección 1.3.2).

Con el equipo que disponemos actualmente (véase 2.3.5) estimamos un tiempo
de unos pocos meses para caracterizar sistemas multiplanetarios como por ejem-
plo, Kepler 88 y KOI-142 (conocido como el rey de las variaciones de los tránsitos).
De estos dos sistemas, tenemos resultados preliminares obtenidos con el equipo 1
que no se presentan aqúı, pero que se completarán y discutirán en la tesis doctoral
que seguirá a este trabajo.

En un futuro cercano, existe la posibilidad de poder utilizar un equipo de
muy altas prestaciones. Se espera que para principios del año 2015 se encuentre
operativa la supercomputadora del Laboratorio Nacional de Supercómputo (LNS)
del sureste, proyecto que lidera la Benemérita Universidad Autónoma de Puebla y
en el cual el INAOE es un importante part́ıcipe. La proyección del LNS es contar
con casi 5000 núcleos de procesamiento trabajando conjuntamente. Este hecho
abre interesantes posibilidades de aplicación de nuestro modelo.

Además, trabajaremos en mejorar el desempeño de nuestro algoritmo, lo que
será uno de los principales objetivos de la tesis doctoral. En la siguiente sección
describimos en detalle el trabajo futuro que pretendemos llevar a cabo.



Caṕıtulo 5

Trabajo futuro

Durante el desarrollo de la tesis doctoral, que seguirá a este trabajo, planeamos
desarrollar los objetivos que a continuación se describen.

Aplicación del modelo para la búsqueda y caracterización de planetas telúricos
alrededor de estrellas de tipo solar, enanas fŕıas y enanas de muy baja masa.
Para la realización de este último proyecto, el equipo de trabajo cuenta con 35
horas de datos obtenidos con el instrumento OSIRIS instalado en el telescopio de
10.4-m del Gran Telescopio de Canarias (GTC)(Observatorio del Roque de Los
Muchachos, La Palma, España).

La caracterización del modelo mediante simulaciones. Uno de los puntos más
importantes de cualquier herramienta es conocer sus alcances. Mediante futu-
ras simulaciones de sistemas en tránsito, pretendemos conocer las limitaciones y
posibles aplicaciones alternativas de nuestro algoritmo. Entre estas últimas he-
mos planeado estudiar los requerimientos y/o alcances para un telescopio (ya sea
espacial o terrestre) que pretenda observar el tránsito de un planeta de ciertas
caracteŕısticas, o la impronta de una luna en la curva de luz de un tránsito pla-
netario. Aśı, llevaremos a cabo investigaciones en el contexto de los proyectos
CARMENES y PHASES (Planet Hunting and Asteroseismology Explorer Spec-
trophotometer; del Burgo et al. (2010, 2013a)) y de observaciones obtenidas con
GTC/OSIRIS. PHASES, el cual busca desarrollar un telescopio espacial para ob-
tener mediciones de flujo absoluto de muy alta precisión (con una relación señal
a ruido mayor a 100) de estrellas brillantes (V < 10), será el objetivo primario en
este aspecto.

Análisis estad́ıstico de los pesos dados la curva de luz y a la curva de veloci-
dad radial. Otro aspecto del que nos hemos percatado es que, dado que el número
de puntos de las curvas de luz aśı como los errores asociados suelen ser mucho
mayores a los correspondientes a las curvas de velocidad radial, nuestro algorit-
mo termina por dar menos peso en los ajustes a estas últimas. Por esta razón
podŕıamos asignar pesos distintos a estos dos tipos de curvas para que el ajuste
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sea más equilibrado entre los dos tipos de curvas. Sin embargo, debemos explorar
los posibles sesgos que esto genera en los resultados finales.

Incorporación de herramientas estad́ısticas para el análisis de los resultados.
Hasta ahora sólo se ha incorporado al algoritmo las herramientas necesarias para
poder, dado un espacio restringido de búsqueda, explorar y hallar las soluciones
que mejor describen los datos proporcionados, aśı como una estimación de las
incertidumbres asociadas. Sin embargo, queremos incorporar herramientas que
verifiquen la significancia estad́ıstica de dichas soluciones. Asimismo, planeamos
incorporar algunos criterios estad́ısticos de parada para la búsqueda paramétrica
(por ejemplo, diagramas de Kolmogorov-Smirnov).

Estudio de las correlaciones entre los parámetros. Un aspecto considerable de
este estudio es que nos permitió vislumbrar el problema de elegir un espacio bien
delimitado para la búsqueda de soluciones, lo cual es especialmente importante
cuando se tratan modelos no anaĺıticos. Por ello planeamos realizar un estudio
de las posibles correlaciones entre los distintos parámetros para seleccionar un
posible conjunto de parámetros que mejore la convergencia del algoritmo.

Estudio de la naturaleza geométrica del problema. Existen estudios detalla-
dos acerca de la naturaleza geométrica de las órbitas en modelos de N cuerpos
(acerca de la propiedad caótica, por ejemplo). Pretendemos hacer un estudio, si
no minucioso, al menos suficiente para incorporar algunas mejoras basados en di-
chos estudios que faciliten la restricción del espacio de búsqueda o que permitan
descartar en primera instancia soluciones inviables.

Inclusión de datos de astrometŕıa. Con la liberación de los datos de la misión
GAIA, planeada para 2016, se dará un gran salto en el estudio astrométrico de
diverso tipos de objetos. Uno de ellos son los sistemas planetarios (objetivo pri-
mario de GAIA). Considerando esto, un objetivo muy claro en la continuación de
este trabajo claro es incorporar datos de astrometŕıa en nuestro algoritmo.
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